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ПРИБЛИЖЕННЫЙ АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА НЕСИММЕТРИЧНОГО 
НАГРЕВА БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ 
 
АННОТАЦИЯ С помощью метода интегральных коэффициентов получено аналитическое выражение, позволяю-
щее приближенно рассчитать температуру внутри бесконечной пластины в процессе ее несимметричного нагрева. 
Полученное выражение является обобщающим для случая симметричного нагрева бесконечной пластины. Примене-
ние интегрального подхода позволило получить выражение, описывающее процесс прогрева в зависимости всего 
лишь от одной переменной – модифицированного числа гомохронности. Это соответствует свертке полученных 
результатов без потери информации. 
Ключевые слова: метод интегральных коэффициентов, модифицированное число гомохронности, несимметричный 
нагрев пластины. 
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HEATING OF THE INFINITE PLATE 
 
ABSTRACT The fuel of a variable composition can change heat exchange conditions in the structure elements of heat power 
equipment. This can be manifested by energy accumulation effects and affect the equipment operation. Computational skills 
that enable the calculation of nonstationary temperature fields in structure elements are of great importance for the opera-
tion controllability. First of all, it concerns analytical computation methods. The purpose of this research was to develop the 
approximate analytical method for the computation of nonstationary temperature fields inside the infinite plate exposed to 
the asymmetrical heating, in particular at different heat emission coefficients on its sides, but the same ambient temperature. 
The solution is based on the use of the method of integral coefficients. It provides for the use of a priori information in the 
form of a selected profile of a change in temperature. The solution is done with the integral coefficient accuracy. Its value is 
defined by the comparison of obtained data and already available analytical, numerical and experimental data. As a result, 
we derived a simple analytical expression that enables the computation of a change in the temperature at different points on 
the plate. The accuracy of obtained data is comparable with the permissible accuracy of engineering computations. The ob-
tained expression allows for the generalization of computation data due to a decrease in the number of independent vari-
ables. In the dimensionless form a modified number of homochronicity Ho  is used instead of generally used criteria Bi (Bio) 
and Fo (Fourier) number. Due to this fact just one curve (one independent variable) is used instead of the set of curves (two 
independent variables) to determine a relative temperature at some points. 
Key words: the method of integral coefficients, modified number of the homochronicity, and the asymmetrical plate heating. 
 
Введение 
 
Современное развитие энергетического 
оборудования характеризуется использованием 
топлива переменного состава [1]. Изменение со-
става продуктов сгорания, их теплофизических 
свойств и количества при неизменной геометрии 
оборудования ведет к изменению условий тепло-
обмена [2] и проявлению свойств инерционности, 
связанных с аккумулированием тепловой энергии 
в элементах конструкции. Во всех работах, как 
самых ранних [3], так и более поздних [4], связан-
ных с управлением энергетическим оборудовани-
ем, отмечается основополагающее влияние его 
аккумулирующих свойств на управляемость про-
текающих теплофизических процессов. В связи с 
этим разработка методов расчета аккумуляции 
тепловой энергии в элементах конструкций явля-
ется важной задачей. Существует большое количе-
ство численных методов решения подобных зада. 
Но для решения задач теории автоматического 
управления важную роль играют именно аналити-
ческие методы. 
 
Цель работы 
 
Одним из мест аккумуляции энергии явля-
ется материал (металл) теплообменных поверхно-
стей. В качестве характеристического параметра 
величины аккумулированной энергии использует-
ся средняя температура стенки теплообменника, 
определяемая из условий [3–4]: 
– постоянной температуры по толщине 
стенки; 
– на основании граничных условий II рода 
по передаваемому тепловому потоку от стенки 
теплообменника к рабочему телу (жидкому тепло-
носителю). 
Поверхность теплообменника со стороны 
рабочего тела выбирается из-за большой величины 
коэффициента теплоотдачи, превосходящего ко-
эффициент теплоотдачи со стороны газообразных 
продуктов сгорания на 2–3 порядка. 
Такой подход оправдан при изменении па-
раметров в малом диапазоне (что чаще всего и 
рассматривается). Но даже в этом случае сущест-
вует ряд устройств, в которых в качестве
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рабочего тела используется газ (охлаждение камер 
сгорания газовых турбин), пар (пароперегревате-
ли) или меняется положение границы парообразо-
вания (прямоточные паровые котлы). В этом слу-
чае коэффициенты теплоотдачи со стороны грею-
щих газообразных продуктов сгорания и газо- или 
парообразного рабочего тела хотя и различаются, 
но сравнимы по величине и описанный выше под-
ход для определения средней температуры стенки 
теплообменной поверхности не правомерен. 
Анализ работ [5, 6] показывает, что в них 
рассмотрена наиболее простая задача нагрева бес-
конечного цилиндра, шара, симметричного нагре-
ва бесконечной пластины и тел, полученных путем 
пересечения этих геометрических примитивов. 
Это важно с точки зрения разработки методов ре-
шения подобных задач и для ответа на некоторые 
технологические вопросы, связанные с термообра-
боткой деталей. Но решение задач, связанных с 
аккумуляцией энергии при теплопередаче, требует 
рассмотрения термического воздействия, напри-
мер, на бесконечную пластину, как идеализиро-
ванного элемента теплообменных поверхностей, 
при несимметричных условиях на ее поверхно-
стях. Это относится как к коэффициентам тепло-
отдачи с обеих ее сторон, так и к температурам 
окружающих сред. Шагом в этом направлении 
является рассмотрение частного случая несиммет-
ричного нагрева пластины при разных на ее по-
верхностях коэффициентах теплоотдачи, но оди-
наковых температурах. В [5, стр. 127, п. 9] указано 
направление, в котором необходимо двигаться для 
решения этой задачи, но само решение не приво-
дится. В работе [6], вышедшей несколько позже и, 
зачастую, опирающейся в методах решения на [5], 
приводится искомое решение [6, стр. 216]. Анализ 
показывает, что оно, в отличие от решения для 
случая симметричного нагрева, не соответствует 
физике описываемого процесса. Целью работы 
является разработка приближенного аналитиче-
ского метода расчета нестационарного темпера-
турного поля внутри бесконечной пластины при 
несимметричном ее нагреве: различных коэффи-
циентах теплоотдачи по ее сторонам, но одинако-
вой температуре окружающей среды. 
 
Изложение основного материала 
 
В [7] предложен приближенный метод рас-
чета температурного поля внутри бесконечной 
пластины при ее симметричном нагреве. В силу 
симметричности нагрева профиль температуры 
симметричный. Поэтому рассматривалась только 
половина толщины пластины . Начало координат 
помещено в центр с направлением оси X от центра 
к поверхности пластины. Рассматривались гра-
ничные условия III рода как наиболее общие. На-
чальная температура пластины и окружающей 
среды . Температура окружающей среды скач-
ком изменяется до . Предложенное реше-
ние основано на принятии априори профиля изме-
нения температуры внутри пластины в виде экс-
поненты с неизвестными изначально и подлежа-
щими определению изменением температурами на 
поверхности 
0T
0срд TT 
п  и в центре  пластины ц
 )1exp()( цпц xx  , (1) 
где 0п Тп Т  , 0ц ТТ ц  . 
Принято, что с течением времени нагрева 
температуры изменяются, но форма профиля (1) 
остается неизменной. Решение получено для отно-
сительных температур, определяемых из соотно-
шений 
 срдццсрд , 
срдсрд Т 
п п  
Т
, (2) 
где 0 , 
и в силу этого находятся в диапазоне [0…1]. В 
результате получено решение, например, для из-
менения температуры в центре пластины в виде; 
  Ho exp1ц , (3) 
где 
Bi1
BiFo  k Ho . (4) 
Интегральный коэффициент k = 0,4 был оп-
ределен из сравнения результатов расчетов с ре-
зультатами аналитических решений. При этом бы-
ло показано, что ошибка в определении момента 
окончания прогрева пластины не превышает 3 % 
во всем рассмотренном диапазоне Bi (0,005…50). 
Использованный в [7] подход позволил по-
лучить простое решение (3), которое, к тому же, в 
отличие от [5, 6] зависит лишь от одной величины 
– Ho . В результате изменение температуры, на-
пример, в центре пластины во времени можно 
представить всего лишь с помощью одной кривой 
в отличие от набора кривых в [5, 6]. 
Такой же подход был использован при ре-
шении задачи несимметричного нагрева бесконеч-
ной пластины. Пусть в начальный момент темпе-
ратура тела и окружающей среды одинаковые и 
равны  (рис. 1). 0T
В некоторый момент времени внешняя тем-
пература скачком поднимается до величины . 
Она одинакова с обеих сторон пластины. Но ко-
эффи циенты теплоотдачи 1 и 2, соответственно и критерии Био Bi1 и Bi2, разные. Через опреде лен ный промежуток времени температура пластины 
станет равной температуре окружающей среды 
. Но в процессе нагрева профиль температуры 
внутри пластины будет иметь несимметричный 
вид . Предварительные исследования 
показали, что в процессе нагрева хотя положение 
минимума температуры  в конкретном случае 
неизвестно, но он всегда перемещается вдоль пря 
срдТ
срдТ
T 2nTц1n T
цT
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 Рис. 1 – Температурное поле внутри бесконечной 
пластины при ее несимметричном нагреве 
 
мой, параллельной сторонам пластины. Свяжем 
систему координат с пластиной таким образом, 
чтобы вертикальная ось отсчета температур про-
ходила через минимум . Расстояние  от нее 
до одной из сторон неизвестно и подлежит опре-
делению. Расстояние 
цT
2n
1nx
12 nxx   от оси до вто-
рой стороны пластины определяется исходя из 
заданной ее толщины 2. Отсчет геометрической 
координаты ведется в обе стороны по направле-
нию к поверхностям пластины. При таких услови-
ях к каждому из направлений  и  применим 
метод, изложенный в [7]. Для определения неиз-
вестной величины  вводится еще одно уравне-
ние, построенное на равенстве температуры , 
рассчитанной на основе профилей  и 
. Выполнив преобразования, подобные [7], 
могут быть определены величины  и 
определены температуры в любой точке внутри 
пластины на основе профилей вида (1). Так, на-
пример, в точке минимума температуры  ее от-
носительная (обезразмеренная) величина опреде-
ляется из соотношения, аналогичного (3) 
1X
1
2X
nT
nx
цT
ц
1n
2Tn 
ц2 ,, T
цT
T
T
1ц nTT 
  Ho exp1ц . (5) 
Здесь 




 

2
2
2
1
2
1
Bi1
Bi2
Bi
Bi1Bi
Fo
k
k
Ho  
 
21
2
12
1
2 BiBiBiBi2
Bi
Bi
1
1
kkk 
 . (6) 
Местоположение этой температуры в отно-
сительных долях от толщины пластины определя-
ется выражением 
 
2
1
2
21
Bi2
Bi
Bi
1
Bi1
2 k
kxn

 . (7) 
Выражения для Fo и Bi в отличие от (4) оп-
ределены не для половины толщины пластины , а 
для 2 – всей толщины. Интегральный коэффици-
ент k может быть определен из сравнения резуль-
татов расчетов с помощью (5) с результатами, на-
пример, численных расчетов или взяты из случая 
симметричного нагрева (4). 
 
Обсуждение результатов 
 
Выражение для определения обезразмерен-
ной температуры в случаях симметричного (3) и 
несимметричного (5) нагрева получились иден-
тичными. Выражения для определения входящего 
в них модифицированного числа гомохронности 
имеют различный вид. Правильно построенные 
выражения (5)–(6) должны включать возможность 
описания случая симметричного нагрева как част-
ного случая. Для проверки этого положим в (6) 
BiBiBi 21  , что соответствует симметричному 
нагреву. Необходимо учитывать, что в обоих слу-
чаях Bi и Fo строятся на разных характерных гео-
метрических размерах:  и 2 соответственно. По-
этому BiBi2   и Fo4Fo  . Здесь Bi и Fo – для 
симметричного нагрева, Bi  и Fo  – для несиммет-
ричного нагрева. Выполнив преобразования над 
(6) получим выражение, идентичное (4). Следова-
тельно, как и предполагалось, выражения (3), (4) 
являются частным случаем выражений. 
Количественная оценка погрешности вы-
числений с помощью выражений (5), (6) была по-
лучена путем их сравнения с результатами чис-
ленных расчетов на основе метода контрольных 
объемов [8]. В частности, на основе этого метода 
построен пакет SolidWorks – программный ком-
плекс для автоматизации работ на этапах конст-
рукторской и технологической подготовки произ-
водства. Численный расчет был выполнен для 51 
узловой одномерной сетки. С учетом двух узлов на 
поверхностях пластины получилось 50 интервалов 
разбиения с шагом 0,02 при относительной обез-
размеренной толщине пластины 1. В качестве 
примера рассмотрим вариант: . 10Bi,1Bi 21 
В первую очередь определим положение 
минимума температуры. Численный расчет пока-
зал, что с точностью шага расчетной сетки (0,02) 
при большинстве значений Fo в рамках относи-
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тельной координаты он располагается при X = 0,74 
(рис. 2). Следует учитывать, что в соответствии с 
принятой схемой системы координат для аналити-
ческих расчетов (рис. 1) это соответствует 
26,074,01)2(1 nx . При выбранных значе-
ниях Bi1 и Bi2 вычисленное с помощью (7) эта же 
величина составляет 3226,0)2(1 nx , что хоро-
шо совпадает с численными результатами при 
большинстве значений Fo. Небольшие расхожде-
ния наблюдаются только при малых значениях Fo. 
Это может быть объяснено начальным распро-
странением волны тепловой энергии от поверхно-
стей пластины к ее центральным областям. 
 Рис. 2 – Положение минимальной температуры 
внутри бесконечной пластины при ее несиммет-
ричном нагреве 
 
На следующем этапе сравним значения ми-
нимальных температур при различных значениях 
Fo, полученных в численных расчетах , и 
результаты вычислений с помощью выражений 
(5)–(6) . Численные расчеты выполнялись с 
шагом (Fo) = 0,05. Результаты сравнения в неко-
торых точках приведены в табл. 1. В последней 
строке представлена относительная погрешность  
аналитических вычислений по отношению к чис-
ленным расчетам. 
числ
ц
аналит
ц
 
Таблица 1 – Сравнение результатов численных и 
аналитических расчетов минимальной температу-
ры 
Fo 0,05 0,30 0,55 0,80 1,05 1,30 
Θцчисл 0,084 0,557 0,802 0,912 0,961 0,983
Θцаналит 0,115 0,519 0,739 0,858 0,923 0,958
ε 0,031 0,038 0,063 0,054 0,038 0,024
 
Погрешность отнесена к диапазону измене-
ния относительной температуры, т.е. к 1. Из таб-
лицы следует, что погрешность вычислений с по-
мощью соотношений (5), (6) во многих точках не 
превосходит допустимой погрешности инженер-
ных расчетов (5 %) и лишь в некоторых превосхо-
дит незначительно. Этим превышением во многих 
случаях можно пренебречь учитывая точность оп-
ределения коэффициентов теплоотдачи а, следова-
тельно, и Bi. На практике во многих случаях ко-
эффициент  определяется из критериальных 
уравнений с погрешностью 15–20 %. На этом фоне 
погрешность в 6 % можно считать приемлемой. 
 
Выводы 
 
1 С помощью метода интегральных коэф-
фициентов получено приближенное аналитическое 
решение нестационарной задачи определения тем-
пературного поля внутри бесконечной пластины 
при несимметричном ее нагреве. 
2 Погрешность вычислений не превышает 
6 %, что существенно меньше погрешности опре-
деления исходных данных (коэффициентов тепло-
отдачи), используемых при решении. 
3 Полученное решение является обобщаю-
щим для рассмотренного ранее случая симметрич-
ного нагрева бесконечной пластины. 
4 Полученное выражение позволяет обоб-
щить результаты расчетов вследствие уменьшения 
количества независимых переменных. В обезраз-
меренном виде вместо критерия Bi и числа Fo ис-
пользуется только модифицированное число гомо-
хронности Ho . Вследствие этого при определении 
относительной температуры в отдельных точках 
вместо набора кривых (две независимые перемен-
ные) используется только одна кривая (одна неза-
висимая переменная). 
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АНОТАЦІЯ За допомогою методу інтегральних коефіцієнтів отримано аналітичний вираз, що дозволяє наближено 
розрахувати температуру всередині нескінченної пластини в процесі її несиметричного нагріву. Отриманий вираз є 
узагальнюючим для випадку симетричного нагріву нескінченної пластини. Застосування інтегрального підходу до-
зволило отримати вираз, що описує процес прогріву в залежності лише від однієї змінної – модифікованого числа 
гомохронності. Це відповідає згортці отриманих результатів без втрати інформації. 
Ключові слова: метод інтегральних коефіцієнтів, модифіковане число гомохронності, несиметричний нагрів плас-
тини. 
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